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Algebra I1. Examen VIII

Ejercicio 1 (1 punto). En las siguientes cuestiones responde “VERDADERO” o
“FALSO” y haz un breve razonamiento para justificar tu respuesta. Cada respuesta
correcta puntia 0,1 puntos.

1.

10.

Si G es un grupo y para cada elemento a € G se verifica a®? = 1, entonces G
es un grupo abeliano.

. El conjunto R* = R\ {0} con la operacién

xy siz >0
x-y =
4 m/y siz <0

es un grupo abeliano.

. En un grupo de orden primo cada elemento, distinto del elemento neutro, es

un generador.

. Un subconjunto de un grupo G, que es cerrado para la operacién de G, no

necesariamente es un subgrupo.

Sea H < G un subgrupo y a € G, si aH = H, entonces a € H.

. Una aplicacién inyectiva entre dos grupos es un monomorfismo.

Si f: G — H es un monomorfismo de grupos y G es abeliano, entonces, H es
abeliano.

Sean Hy, Hy < G subgrupos de indices finitos y [G : Hy] y [G : Hs] son primos
relativos, entonces G = Hq V Hs.

. Dos grupos finitos que tienen subgrupos propios isomorfos son necesariamente

isomorfos.

Si en S; consideramos el subgrupo H = ((1 3 4)), entonces, los conjuntos
cocientes de clases laterales por la derecha Hz y clases laterales por la izquierda
xH son iguales.

Ejercicio 2 (1 punto). Considera el grupo Cs = (a | a® = 1). Calcula:

1.
2.

3.

Todos los automorfismos de Ck.
El orden de cada uno de los automorfismos de Cy.

Identifica el grupo Aut(Cy) con un grupo conocido.
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Ejercicio 1 (1 punto). En las siguientes cuestiones responde “VERDADERO” o
“FALSO” y haz un breve razonamiento para justificar tu respuesta. Cada respuesta
correcta puntia 0,1 puntos.

1.

Si G es un grupo y para cada elemento a € G se verifica a®> = 1, entonces G
es un grupo abeliano.

VERDADERQO. Si a* = 1 para todo a € G, entonces cada elemento es su
propio inverso (a = a™!). Dados a,b € G, se tiene:

ab=(ab)™ =b"ta"! = ba

Por lo tanto, GG es abeliano.

. El conjunto R* = R\ {0} con la operacién

zy sixz >0
x-y =
Y 2fy stz <0

es un grupo abeliano.

FALSO. La operacion no es conmutativa. Por ejemplo, si tomamos z = —1 e
y =2
-1 1
x - —_ =
Y=o T

Mientras que para y - x, como y = 2 > 0:
y.l‘:Q.(_l):—Z

Como x -y # y - x, no puede ser un grupo abeliano.

. En un grupo de orden primo cada elemento, distinto del elemento neutro, es

un generador.

VERDADERO. Sea G un grupo de orden primo p. Por el teorema de Lagran-
ge, el orden de cualquier subgrupo de G debe dividir a p. Como p es primo,
los tnicos subgrupos posibles son el trivial {1} y el propio G. Si tomamos
cualquier elemento a € G distinto del elemento neutro (a # 1), el subgrupo
generado (a) no es el trivial, por lo que obligatoriamente (a) = G, haciendo
de a un generador.

Un subconjunto de un grupo G, que es cerrado para la operacion de G, no
necesariamente es un subgrupo.

VERDADERO. Por ejemplo, en el grupo infinito (Z, +), el subconjunto de
los enteros positivos ZT es cerrado bajo la suma, pero no contiene el elemento
neutro (0) ni los elementos inversos, por lo que no es un subgrupo.

Sea H < G un subgrupo y a € G, si aH = H, entonces a € H.

VERDADERQO. Como H es un subgrupo, contiene al elemento neutroe € H.
Por tanto, a = ae € aH. Dado que por hipotesis aH = H, se concluye direc-
tamente que a € H.
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6.

10.

Una aplicacién inyectiva entre dos grupos es un monomorfismo.

FALSO. No es cierto, puesto que puede no respetar la estructura de grupo.
Por ejemplo, consideremos los grupos G, H = (Z,+) y la aplicacién

f: G — H
n — n+1

Veamos que f es inyectiva:

f(n)=f(m) = n+l=m+1 = n=m

Sin embargo, f no es un homomorfismo de grupos, puesto que:
fin+m)=(n+m)+1#@n+1)+(m+1)=f(n)+ f(m)

Por lo tanto, f es una aplicaciéon inyectiva que no es un monomorfismo de
grupos.

Si f: G — H es un monomorfismo de grupos y G es abeliano, entonces, H es
abeliano.

FALSO. Sea G = {1} (que es abeliano) y H = S5 (que es no abeliano). La
aplicacion trivial f : G — H definida por f(1) = Id es un homomorfismo
inyectivo (monomorfismo), pero H no es abeliano.

Sean Hy, Hy < G subgrupos de indices finitos y [G : Hy] y [G : Hs] son primos
relativos, entonces G = H; V H,.

VERDADERO. Por las propiedades de los indices de subgrupos, se cumple
que [G : HiNHs] < [G : Hi|[G : Hs], ddndose la igualdad si y solo si G = Hy Ho
(que equivale a que el supremo o unién de subgrupos H; V Hy sea todo G).

Como los indices son primos relativos, se alcanza dicha igualdad, por lo que
G - H1 vV HQ.

. Dos grupos finitos que tienen subgrupos propios isomorfos son necesariamente

isomorfos.

FALSO. Consideremos el grupo ciclico Cy y el grupo de Klein V. Ambos son
grupos de orden 4 no isomorfos entre si (Cy 2 Vj). Sin embargo, ambos poseen
subgrupos propios de orden 2 que son isomorfos a Cj.

Si en Sy consideramos el subgrupo H = ((1 3 4)), entonces, los conjuntos
cocientes de clases laterales por la derecha Hz y clases laterales por la izquierda
xH son iguales.

FALSO. Para ver que xtH # Hzx, basta comprobar que la conjugacién de un
elemento de H por x se sale del subgrupo H:

2(134)r 7 =(12)(134)(12)""=(12)(134)(12)=(234)

Dado que (2 3 4) ¢ H, sabemos autométicamente que xHx ™' # H, y por lo
tanto, tH # Hzx.

Si calculamos explicitamente ambas clases laterales, la diferencia es evidente:
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= Clase por la izquierda:
eH = (12)H ={(12),(12)(134),(12)(143)} = {(12),(1342),(1432)}
» Clase por la derecha:
Hr=H(12)={(12),(134)(12),(143)(12)} ={(12),(1234),(1243)}
Ejercicio 2 (1 punto). Considera el grupo Cs = {(a | a® = 1). Calcula:
1. Todos los automorfismos de Cx.
Sabemos que Aut(Cs) = U(Zs) mediante el isomorfismo:
o U(Zg) — Aut(Cy), k> fr

donde el automorfismo f;, actiia elevando a la potencia k, es decir, f(z) = z*

para todo x € Ck.

Calculamos las unidades de Zg (los coprimos con 8 menores que 8):

U(Zsg) ={1,3,5,7}
Por tanto, hay exactamente 4 automorfismos en Aut(Cy):

» fi(a) =a'=a (el automorfismo identidad)

= f3(a) = a
» f5(a) =d®
» fr(a) =a’

2. El orden de cada uno de los automorfismos de Ck.

Gracias al isomorfismo anterior, el orden de cada automorfismo f; bajo la
operacién de composicién de funciones es idéntico al orden del elemento k en
el grupo multiplicativo U(Zs).

Calculamos los 6rdenes elevando al cuadrado cada elemento en Zg:

» Para f;: 1' =1 (mdd 8). Su orden es 1.

» Para f3: 32=9=1 (mdd 8). Su orden es 2.
» Para f5: 52 =25=1 (méd 8). Su orden es 2.
» Para f;: 72 =49 =1 (méd 8). Su orden es 2.

3. Identifica el grupo Aut(Cs) con un grupo conocido.

Como | Aut(Cy)| = 4. Salvo isomorfismo, los tinicos grupos de orden 4 son el
grupo ciclico Cy y el grupo de Klein V}

Observando los érdenes calculados en el apartado anterior, vemos que el orden
maximo de los elementos de Aut(Cy) es 2. Al no existir ningin elemento de
orden 4, el grupo no puede estar generado por un solo elemento y, por tanto,
no es ciclico.

En conclusion, identificamos el grupo de automorfismos con el producto directo
de dos grupos ciclicos de orden 2:

Aut(Cg) = ‘/4
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